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Capitolo 1

Algebra Lineare

11 Spazi e sottospazi vettoriali, generatori, basi

111 Premessa

I contenuti teorici di questo capitolo sono illustrati nel paragrafo(l.4/del libro Note
di Matematica [2].

1.1.2  Esercizi svolti

Esercizio 1. Dimostrare quali dei seguenti sottoinsiemi (dove x = [x1,x3,x3] € R3):
(@) x1 = 0 oppure x, = 0;
(b) x;=0ex, =0;
(© x1+x+x3=0;
d) x1+x+x3=1;

sono sottospazi di R>.
SOLUZIONE.

(a) I vettori appartenenti al sottoinsieme di R* sono del tipo:
[0,x2,x3] oppure [x1,0,x3]

Non ¢ un sottospazio non essendo chiuso rispetto alla somma.
Per dimostrarlo prendiamo 2 vettori appartenenti al sottoinsieme:

x = [0,1,1]

y = [1,0,1]
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sommandoli si ottiene il vettore:
x+y=[1,1.2]

che non appartiene al sottoinsieme avendo tutte le componenti diverse da 0.

I vettori appartenenti al sottoinsieme di R*® sono del tipo:
[0101x3]

E un sottospazio e per dimostrarlo procediamo come nel punto precedente
prendendo 2 vettori appartenenti al sottoinsieme:

X = [0,0,X3]

Y= [O,O,JB]
e2scalarihk € R
Poiché una loro combinazione lineare:

hx + ky = [0,0,hx3 + kys]

€ ancora un vettore appartenente al sottoinsieme, avendo le prime 2 compo-
nenti nulle, il sottoinsieme & un sottospazio di R>.

Eun sottospazio, prendiamo infatti 2 vettori appartenenti al sottoinsieme:
X=>x;+x,+x3=0

Yy=)y1+y2+y3=0
e 2 scalari bk € R, una loro combinazione lineare:
hx + ky = [hx1 + ky1,hx, + kys,hxs + kys)
= hxy+ky; +hx, +ky, + hxs +kys
=h(x;+x4+x3)+k(y1 + 2+ 93)
=h-0+k-0=0

€ ancora un vettore appartenente al sottoinsieme.

Non ¢ un sottospazio non essendo chiuso rispetto alla somma, prendiamo
infatti 2 vettori appartenenti al sottoinsieme:

x = [1,0,0]

y =[0,1,0]
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sommandoli ricaviamo il vettore:
x+y = [1,1,0]

che non appartiene al sottoinsieme poiché la somma delle sue componenti
risulta 2 e non L.

Esercizio 2. Dati i vettori:
v=[1,00], w=][201], x=[11,1]

mostrare che

(@) generano R3;
(b) B = {v,w.x} & una base di R>.

SOLUZIONE.

(a) Bisogna mostrare che un qualsiasi vettore di R puo essere espresso come
combinazione lineare di v,w e X.
Sia
y = [yy2ps] € R?

allora deve essere
Y = a1V + arw + a3x (a1, 2,03 € R)

Devo poter determinare a1, a3, 23 indipendentemente dalle componenti y;, ¥2, ¥3

diy:
N 1 2 1 a1+ 20, + a3
)y | =0 O |+a| 0 |+a3| 1 |= a3
V3 0 1 1 oy +aj

Eguagliando le componenti:

N :a1+2a2+a3 o1 :_)}1+y2—2y3
Y2 =a3 = a2 =Y3 =2
Y3=ax+a3 @3 = )2

Ad esempio, prendiamo il vettore:

y= [5! _3’ 4]
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dalle uguaglianze ottenute avremo:

4 =5-3-8=-6

e quindi:

a=4+3=7
Ut3=—3
y = —6v+7w - 3x

(b) Affinché B sia una base di R3, i 3 vettori devono essere generatori (come gia
dimostrato nel punto (a) ) e linearmente indipendenti.
Per dimostrare I'indipendenza lineare dei 3 vettori possiamo procedere in 2
modj, il primo mediante una loro combinazione lineare, il secondo calcolando
il rango della matrice ottenuta allineandoli:

(@

(b)

Deve essere:
aiv+o,w+azx=0 & a1=a,=a3=0
quindi:
a1+ 20, + a3 0 a1+ 20, +a3=0
a3 =10 ] < a3 =0 =
ay+a; 0 a,+a3=0

= a1 =0ay=a3=0

i3 vettori v,w e X sono quindi linearmente indipendenti e. poiché sono
generatori di R3, B & una base la cui dimensione & data dal numero di
vettori che la compongono cioe 3.

Allineando i 3 vettori otteniamo la matrice:
1 2 1
[vwvw,x]=] 0 0 1
0 1 1

Il rango della matrice ¢ il numero dei vettori colonna linearmente indi-
pendenti.

Affinché B sia una base, tutti i 3 vettori colonna devono essere linearmen-
te indipendenti e quindi il rango della matrice deve essere 3, cio¢ il suo
determinante deve essere diverso da O:

1 21
0 0 1|{=1-(0-1-1-1)=-1
01 1
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B costituisce quindi una base di R? e la sua dimensione ¢ il rango della
matrice:

dim(B) =3

Esercizio 3. Dato il vettore:
v=1[2-10]

determinare base e dimensione del sottospazio V dei vettori ortogonali a v.
SOLUZIONE.
Ricordiamo che due vettori si dicono ortogonali se il loro prodotto scalare & nullo.
Il sottospazio V si puo quindi scrivere come:

V= {XER3:x-v=0}

Prendendo un generico vettore x = [x1,x3,X3], avremo:
XV =[x1,%2,X3] [ ] = 2x1—x=0 = 1x;=2x

Avremo quindi:

X1 =01
Xy =2x1 = 20, = X= [0!1;20!1,!12]
X3 =0y
1 0
=a1| 2 |+ay| O |, ap,a2eR
0 1
I 2 vettori:

1 0
2 e 0
0 1
formano una possibile base per V per cui dim(V) = 2.
Esercizio 4. Sia

V={veR’: 2kx; - 3kx;—k+1=0, keR}

Determinare per quali valori del parametro reale k, il sottoinsieme V' & sottospazio
vettoriale e se ne indichi una base e la sua dimensione.
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SOLUZIONE.
La condizione necessaria, 0 € V & verificata solo se
Xx1=x=0 = —-k+1=0 = k=1
Per k = 1, si puo scrivere:
V:{VER2:2x1—3x2:O}

quindi

2 1
xeV x2=§x1 = Xx= =X,
3

Il vettore [1, %] costituisce una possibile base per V, quindi dim(V) = 1.

113 Esercizi proposti

Siano V e W sottoinsiemi di R* con:
V= {X: [a,b,c,d] € R* : a+c+d=0}

W = {X: [a,b,cd] € R*: a+c:0}
Dimostrare che V e W sono sottospazi vettoriali di R*, determinandone una
base e la dimensione. [R: dim(V) = dim(W) = 3]
Siano V e W i sottospazi dell’esercizio precedente, determinare l'insieme X dei

vettori che appartengono ad entrambi i sottospazi, verificando che & anch’esso un
sottospazio di R* e determinandone unabase e dimensione. [R: X = V A W, dim(X) = 2]

(a) Determinare I'insieme W dei vettori di R ortogonali ai 2 vettori:
x=[1,1,1], y = [1,1,-2]

[R:W={weR: w =-w, Aw; =0}]

(b) Verificare che W U 0 & sottospazio di R3. [R: dim(V) = dim(W) = 1]

(c) Determinare in W un vettore z di norma unitaria e prima componente
positiva e verificare che i 3 vettori X,y e z costituiscono una base di R,

[R 1z = [%, - %, 0] . Costituiscono una base perché ortogonali a 2 a 2 e diversi da 0

Sia V il sottospazio vettoriale generato dai vettori:

x=[1,-10], y=1[2-13], z=[4-13]
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(a) Determinare una base di V e la sua dimensione.
[R: Unabase ¢ {x,y},dim(V) = 2]

(b) Determinare per quali valori del parametro reale k, il vettore:
w = [k,3,3]

appartiene a tale sottospazio. [R:k=0]
1.2 Autovalori, autovettori, diagonalizzazione
1.2.1  Esercizi svolti

Esercizio 1. Data la matrice:

A=

w O =
S w O
— O W

determinarne gli autovalori ed i rispettivi autovettori.
SOLUZIONE.
Gli autovalori di A sono le radici A dell'equazione caratteristica:

det (A=) =0
1-21 0 3
det(A=2)=| 0 3-1 0 |=-(Q2+)@-2)(B-2)=0
3 0 1-1

Le soluzioni sono:
).1:—2, ),2:3, ),3=4

Poiché ogni valore ha cardinalita 1, gli autovalori hanno tutti molteplicita algebrica
m® = 1. Dobbiamo determinare gli autovettori associati agli autovalori.
Se il vettore:

v=0

¢ un autovettore della matrice A associato all’autovalore A, allora:
A-v=4l-v = (A-A)-v=0
Determiniamo gli autovettori di A risolvendo 'equazione:

1-2 0 3 x
0 3-1 0 [-|y|=]o
z
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per ognuno dei 3 autovalori trovati:

3 03 x| |0
Ay==-2 =10 5 0| -|y|l|0l =
3 03 z| 10
3x+3z=0 X=-z
=1415y=0 =4y=0 , YVeeR=
3x+3z=0 z=ua

gl

L'insieme di tutti gli autovettori associati ad un autovalore (con l'aggiunta del
vettore nullo), costituisce un sottospazio vettoriale detto autospazio.
In questo caso, I'autospazio V;,, costituito dagli autovettori:

-1
v=a|0]|, VaeR
1
associati all'autovalore 1; = —2, & generato dal vettore [—1,0, 1] che, essendo

linearmente indipendente (¢ unico), forma anche una base per V,, la cui dimensione
¢ quindi dim V;, = 1; la dimensione della base dell'autospazio ¢ la molteplicita
geometrica (m8) dell’autovalore.

Determiniamo gli autovettori dei due autovalori rimasti:

-2 0 3 x 0
A=3 =10 0 0] -|y[=[0]=
3 0 -2 z 0
=0
—2x+3z=
z= , YaeR =
3x—2z=0
y=a
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0
I'autospazio V), ha come base il vettore [1{ e dim V), = 1;
0
-3 0 3 X 0
Az=4 =0 -1 O -|yl=[0]=
3 0 -3 z 0
—3x+3z=0 x=z
=49-y=0 =4y=0 , VYeeR=
3x —3z=0 z=uq
a 1
=>v=|0=al0
a 1

l'autospazio V), ha come base il vettore [1,0,1] e dim V), = 1.

Esercizio 2. Data la matrice:

2 =2 2
0 -k 28|, keR
0 -k 2k

determinarne, per k = 0, k = 1, k = 2, gli autovalori, la loro molteplicita algebrica
(m“) e geometrica (m#) ed i rispettivi autovettori.
SOLUZIONE.
Determiniamo le soluzioni dell’equazione caratteristica:
2-2 -2 2
det(A-A)=0 = 0 —k-1 2k
0 -k 2k-2
=(2-2) [(Zk -D(-k-21)+ 2k2]
=12-)A-k)=0 = 11=041,=2,13=k

Analizziamo i singoli casi per ognuno dei 3 valori assegnati al parametro k:

e k=0:
abbiamo 2 autovalori distinti:

Ar=43=0 A1,=2
con molteplicita algebriche:

a _ a _
mAI—Z, mzz—l
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Calcoliamo gli autovettori v = [vy, v,, v3]:

[ 2 -2 2
=0 = 0O 0 0| v=0 =
_O 0 O
2v1 — 20, +2v3 =0
= Vv=a =
U3:ﬂ
= v=a-f = vy,=[a-af]
1 1
=ua 1 +ﬁ 0 , O(,BER
0 1

Lautospazio V,, ha quindi dimensione 2, percio mfl =2;

0o -2 2
=2 = 0 -2 0 |-v=0 =
0o 0 =2
—2v,+ 203 =0
= 20, =0 =
—21)3 =0
= v=a0n=03=0 = v, =[00]
1
=a| 0], a€eR
0
Lautospazio V,, ha quindi dimensione 1, percio mi =1.

e k=1:
3 autovalori distinti:

con molteplicita algebriche:

a _ .a _ ..a _
mil—mb—m%—l





